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Введение
Методы статистического управления процессами (SPC) широко используют в промышленности 

для мониторинга процессов и повышения качества продукции. Для мониторинга среднего и изменчиво­
сти процесса разработаны различные статистические контрольные карты. Традиционная методология 
SPC основана на фундаментальном предположении, что данные процесса статистически независимы. 
Однако это предположение не всегда выполняется. В отраслях непрерывного производства, таких как 
химическое производство, большая часть данных о характеристиках качества коррелированы во вре­
мени или автокоррелированы. В общем случае автокорреляция может быть вызвана особенностями 
системы измерений, динамики процесса или и тем, и другим. Во многих случаях данные могут демон­
стрировать дрейф процесса. В биологии случайные биологические изменения, например случайный 
всплеск секреции какого-либо вещества, влияющего на кровяное давление, могут иметь устойчивый 
эффект, то есть на несколько последовательных измерений влияет одно и то же случайное явление. 
При сборе данных, когда интервал отбора выборки невелик, автокорреляция, особенно положительная 
автокорреляция данных, требует изучения. В таких условиях традиционные процедуры SPC не подхо­
дят для мониторинга, контроля и улучшения качества процесса.

Автокоррелированные процессы можно разделить на два вида: стационарные и нестационарные.
1) Стационарный процесс —  прямое продолжение независимой и одинаково распределенной по­

следовательности. Автокоррелированный процесс является стационарным, если он находится в состо­
янии «статистическое равновесие». Это означает, что изменчивость процесса не меняется со време­
нем. В частности, стационарный процесс всегда имеет идентичные средние и дисперсии.

2) Нестационарный процесс.
Подробная информация о случайном процессе и временных рядах приведена в приложении А.
Для учета автокоррелированных данных разработаны некоторые методологии SPC. В основном, 

существует два подхода. Первый подход заключается в использовании карт остатков процесса после 
подбора модели временных рядов или другой математической модели, соответствующей данным. Дру­
гой, более прямой подход состоит в изменении существующих карт, например путем корректировки 
контрольных границ на основе данных об автокорреляции процесса.

Целью настоящего стандарта является описание основных контрольных карт управления процес­
сом для мониторинга среднего и дисперсии автокоррелированного процесса.

IV
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Н А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Й  С Т А Н Д А Р Т  Р О С С И Й С К О Й  Ф Е Д Е Р А Ц И И

Статистические методы 

КОНТРОЛЬНЫЕ КАРТЫ 

Ч а с т ь  9

Контрольные карты для стационарных процессов

Statistical methods.
Control charts.

Part 9. Control charts for stationary processes

Дата введения — 2024—03—01

1 Область применения
Настоящий стандарт описывает построение и применение контрольных карт для стационарных 

процессов.

2 Нормативные ссылки
В настоящем стандарте использована нормативная ссылка на следующий стандарт [для датиро­

ванной ссылки применяют только указанное издание ссылочного стандарта, для недатированной —  по­
следнее издание (включая все изменения)]:

ISO 3534-2, Statistics —  Vocabulary and symbols —  Part 2: Applied statistics (Статистика. Словарь и 
условные обозначения. Часть 2. Прикладная статистика)

3 Термины, определения, обозначения и сокращения

3.1 Термины и определения

В настоящем стандарте применены термины по ИСО 3534-2, а также следующие термины с соот­
ветствующими определениями.

ИСО и МЭК ведут терминологические базы данных для использования в области стандартизации 
по следующим адресам:

- платформа онлайн-просмотра ИСО: доступна по адресу http://www.iso.org/obp;
- Электропедия МЭК: доступна по адресу http://www.electropedia.org/.
3.1.1 автоковариация (autocovariance): Внутренняя ковариация между элементами серии на­

блюдений, упорядоченных по времени.
3.1.2 контрольная карта для автокоррелированного процесса (control charts for autocorrelated 

processes): Контрольная карта статистического управления процессами, применяемая к автокоррели- 
рованному процессу.

Издание официальное
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3.2 Обозначения и сокращения

3.2.1 Сокращения
В настоящем стандарте использованы следующие сокращения:

ARL —  средняя длина серии;
i.i.d. —  независимый и одинаково распределенный;
SPC —  статистическое управление процессом;
ACF —  функция автокорреляции;
AR(1) —  процесс авторегрессии первого порядка;
EWMA —  экспоненциально взвешенное скользящее среднее;
EW MAST —  экспоненциально взвешенное скользящее среднее для стационарных процессов; 
EWMS —  экспоненциально взвешенное среднеквадратическое отклонение;
CUSUM —  кумулятивная сумма.

3.2.2 Обозначения
В настоящем стандарте использованы следующие обозначения:
Т —  набор индексов для случайного процесса;
(I —  истинное среднее процесса;
о —  истинное стандартное отклонение процесса;
Л/(щ о2) —  нормальное распределение со средним ц и дисперсией а2;
у —  автоковариация;
у —  оценка автоковариации;

р —  автокорреляция;
р —  оценка автокорреляции;

ф —  зависимый параметр процесса авторегрессии первого порядка;
X —  параметр сглаживания для EWMA;
г —  параметр сглаживания для EWMS;
т —  интервал времени между двумя точками (лаг);

—  EWMS в момент времени t\

$q —  начальное значение 5 2;

Xt —  случайная переменная X  в момент времени f;
at —  случайная переменная а в момент времени t для процесса авторегрессии первого

порядка;
А —  изменение среднего шага, кратное среднеквадратичному отклонению процесса;
х  —  среднее арифметическое последовательности х;
s —  стандартное отклонение последовательности х;
X  —  оценка прогнозирования X f;

Rt —  остаток в момент времени f;

Я  —  среднее арифметическое Rt;
SR —  стандартное отклонение {R f};
Zt —  статистика EWMA в момент времени f;
Z0 —  начальное значение Zf
Lz —  значение контрольной границы для Z f (выраженное в количестве стандартных

отклонений Z f);
oz —  стандартное отклонение статистики EWMA;
оа —  стандартное отклонение случайных величин atбелого шума в процессе авторегрессии

первого порядка.
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4 Контрольные карты автокоррелированных процессов для мониторинга 
среднего процесса

4.1 Общие положения

Многие специалисты в области статистики и статистического управления процессами обнаружи­
ли, что автокорреляция данных процесса оказывает влияние на работу традиционных карт SPC. По­
добно автоковариации (см. 3.1.1), автокорреляция —  это внутренняя корреляция между элементами 
серии наблюдений, упорядоченными по времени. Автокорреляция может быть вызвана особенностями 
системы измерений, динамики процесса или и тем, и другим. В приложении В показано влияние поло­
жительной автокорреляции на работу различных традиционных контрольных карт.

4.2 Карты остатков

Карты остатков используют для отслеживания возможных изменений среднего процесса. Для по­
строения карты остатков по данным процесса необходимо применить временные ряды или другие ме­
тоды математического моделирования.

Карта остатков требует моделирования данных процесса и получения остатков процесса [1]. Для 
набора данных временного ряда {xt: t = 1 ,2 , ..., N} создают временной ряд или устанавливают другую 
математическую модель, соответствующую данным. Остаток в момент времени t определяют следую­
щим образом:

Rt = xt-x t,
где Xf —  прогноз временного ряда в момент времени t на основе модели временного ряда или другой 

математической модели.

Предполагают, что модель верна и остатки статистически не коррелируют друг с другом. Теперь к 
остаткам можно применить традиционные карты SPC, такие какХ-карты , CUSUM -карты и EW MA-карты. 
В случае применения Х-карты к остаткам ее, как правило, называют Х-картой остатков. Как только об­
наружено изменение среднего в процессе остатков, делают вывод о том, что среднее исходного про­
цесса вышло из-под контроля.

Аналогичным образом используют карту остатков CUSUM и карту остатков EWMA [2], [3]. Для 
сравнения карт остатков с другими контрольными картами см. [4].

Преимущество карт остатков:
- карта остатков может быть применена к любым автокоррелированным данным, даже если они 

нестационарны. Обычно модель формируют с помощью временных рядов или программного обеспече­
ния для подбора других моделей.

Недостатки карт остатков:
- карты остатков не обладают теми же свойствами, что и традиционные карты. Х-карта остатков 

для процесса авторегрессии первого порядка (см. А .3.3) может иметь низкую способность обнаружи­
вать смещение среднего. В [5] показано, что при положительной автокорреляции процесса Х-карта 
остатков работает плохо. В [6] показано, что способность обнаружения у Х-карты остатков иногда не­
велика по сравнению с обычной Х-картой;

- карты остатков требуют применения временных рядов или других моделей. Пользователь карты 
остатков должен периодически контролировать достоверность модели, чтобы уменьшить общее влия­
ние ошибки моделирования и изменения процесса.

В [7] приведен пример, в котором данные с объемом выборки 50 представляют собой ежедневные 
измерения вязкости охлаждающей жидкости в процессе холодной прокатки алюминия. На рисунке 1 
показаны данные, имеющие тенденцию к снижению. Предположительно, что данные измерений не яв­
ляются независимыми. На рисунке 2 показана выборочная функция автокорреляции для значений лага 
(сдвига по времени) от 0 до 12. Сведения о выборочной автокорреляции и функции автокорреляции 
приведены в А .4.2 и А .5, а также в [8]. Как показано в А .5, в предположении о независимости и одина­
ковом распределении данных из нормального распределения приблизительно 95 % выборочных авто­
корреляций с лагом больше единицы должны находиться между границами ±1,96/V50- Из этого следует,

3
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что данные не являются независимыми. В [7] приведена модель с прогнозируемой вязкостью в момент 
времени t в соответствии с моделью:

xt = а + Ьхм  + сх 2̂ + + ех̂ _4, t = 1......50.

X — номер наблюдения; Y — вязкость 

Рисунок 1 — Пример

X — лаг; Y — автокорреляция

Рисунок 2 — Выборочные автокорреляции для серии ежедневных измерений вязкости и приближенный
доверительный интервал с уровнем доверия 95 %

4
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Для оценок а, Ь, с и d, приведенных в [7], остатки вычисляют по формуле Rt = x f — t = 1, ... , 46, 
они показаны на рисунке 3. Чтобы проверить, являются ли остатки независимыми, снова применяют 
ACF с доверительной полосой, показанной на рисунке 4. Поскольку определено, что остатки не являют­
ся автокоррелированными, к остаткам применяют Х-карту с контрольными границами За (R ± 3SR, где 
R —  среднее {Rt}, a SR —  стандартное отклонение {Rt}), как показано на рисунке 3. В результате можно 
сделать вывод о том, что среднее остатков, а также процесс находятся в стабильном состоянии.

X — время; Y — остаток

Рисунок 3 — Остатки по серии измерений вязкости и Х-карта с контрольными границами За

X — лаг; Y — автокорреляция

Рисунок 4 — Выборочная автокорреляция остатков серии измерений вязкости и приближенный доверительный
интервал с уровнем доверия 95 %

5
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4.3 Традиционные контрольные карты со скорректированными контрольными границами 

4.3.1 Модифицированная EWMA-карта
По сравнению с картами остатков более прямой подход заключается в изменении существующих 

карт путем корректировки контрольных границ без моделирования временных рядов. Однако примене­
ние некоторых методов, основанных на этом подходе, ограничено из-за особенностей конкретных про­
цессов, например процессами авторегрессии первого порядка [9]. В [10] предложено для мониторинга 
EWMA стационарного процесса использовать EW MAST-карту, которая в общем случае может быть при­
менена к стационарному процессу. Карту формируют путем построения графика статистики EWMA [10]:

Z ,=  (1 -A .)Z M +XX,, (1)

где ZQ = ц —  среднее процесса;
X —  параметр сглаживания (0 < X < 1).

Предположим, что процесс {Xf t = 1, 2, .... N} является стационарным со средним д и дисперси­
ей о2. Если t велико, дисперсию Z f аппроксимируют следующим образом:

м Г I

(*->? 1 + 2 2  р(#с)(1 -> .)*  
А=1

где М —  целое число, а р(к) представляет собой автокорреляцию процесса с лагом к. Необходимо от­
метить, что у неавтокоррелированного процесса <jf имеет ту же форму, что и в традиционной 
EW MA-карте. Если Xf подчиняется нормальному распределению, Z f также подчиняется 
нормальному распределению со средним ц. EW MAST-карту формируют путем построения 
графика Z f. Центральная линия находится на уровне щ а контрольные границы Lz о имеют 
вид ц ± Lz az.

В общем случае рекомендуется использовать X = 0,2 [10] и значение Lz, как правило, равное двум 
или трем. Если д, о и автокорреляция неизвестны, их обычно оценивают по среднему ариф метическо­
му х , выборочному стандартному отклонению s и выборочным автокорреляциям р(к) соответственно, 
на основе некоторых ранее полученных данных {Xt}, когда процесс находился в стабильном состоянии. 
Если для оценки автокорреляций использован набор предыдущих данных, можно следовать некоторым 
эмпирическим правилам. В [11] (стр. 32) указано, что полезные оценки р(к) могут быть сделаны только в 
том случае, если объем данных N составляет примерно 50 или более, а к < N14. Таким образом, значе­
ние М в формуле (2) должно быть достаточно большим для выполнения аппроксимации, пригодной для 
использования в формуле (2), и в то же время меньше Л//4, чтобы избежать больших ошибок в оценке 
автокорреляций. На основе моделирования, когда N > 100, рекомендуется М = 25 [10].

На рисунке 5 показан пример, в котором смоделированы данные процесса авторегрессии перво­
го порядка с ф = 0,5, дисперсией процесса о2 = 1 и длиной 200. Белый шум (см. А .3.2) подчиняется 
нормальному распределению. Среднее процесса равно нулю для первых 100 наблюдений. Начиная с 
номера наблюдения 101, среднее процесса изменяется с шагом от 0 до 1 или 1о. График смоделиро­
ванных данных показан на рисунке 5.
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X — время

Рисунок 5 — Реализация процесса авторегрессии первого порядка, 
используемого для иллюстрации EWMAST-карты

Обрабатывая период первых 100 точек данных как стационарный, оценивают среднее процес­
са, стандартное отклонение процесса и выборочные автокорреляции. Получают значения х  = -0 ,10 , 
s = 0,91 и р(/с), (к = 1..... 25). При М = 25 и X = 0,2 в формуле (2) оценка стандартного отклонения Z f со­
с т а в л я е т ^  = 0,24. На рисунке 6 показана EW MAST-карта с центральной линией на уровне х  = -0 ,1 0  и 
контрольными границами J±3 8? = (-0,81; 0,60). Карта указывает на увеличение среднего, начиная с 
наблюдения № 110.

X — время; Y — EWMA

Рисунок 6 — EWMAST-карта применительно к моделируемым данным, 
показанным на рисунке 5, с увеличением среднего
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4.3.2 Модифицированная CUSUM-карта
В [12] рассмотрено построение графиков необработанных данных непосредственно с помощью 

CUSUM-карты при низкой автокорреляции процесса. Если автокорреляция высока, следует рассмо­
треть возможность использования преобразованных наблюдений. В [9], [13] предложены другие под­
ходы для применения модифицированных CUSUM -карт к процессам авторегрессии первого порядка и 
некоторые другие временные ряды.

4.4 Сопоставление карт для автокоррелированных данных

Возможно сопоставление некоторых контрольных карт для автокоррелированных данных. В [9] и
[4] проведено сопоставление Х-карты, Х-карты остатков, CUSUM -карты остатков, EW MA-карты остат­
ков и EW MAST-карты для стационарных процессов авторегрессии первого порядка с помощью моде­
лирования. EW MAST-карта работает лучше, чем CUSUM -карта остатков и EW MA-карта остатков. В 
целом, она также работает лучше, чем Х-карта и Х-карта остатков. Сравнение также показывает, что 
CUSUM-карта остатков и EW MA-карта остатков работают почти одинаково. CUSUM-карта остатков и 
EW MA-карта остатков работают лучше, чем Х-карта остатков, при низкой автокорреляции процесса. 
Напротив, когда автокорреляция высока, Х-карта остатков работает лучше, чем другие карты остатков. 
Если автокорреляция процесса очень высокая, т. е. процесс близок к нестационарному, EW MAST-карта 
по-прежнему работает лучше, чем другие карты.

Очевидным преимуществом использования EW MAST-карт является то, что нет необходимости 
строить модель временных рядов для данных стационарного процесса. Формирование EW MAST-карты 
требует только оценки среднего, стандартного отклонения и автокорреляций процесса, полученных по 
данным, когда процесс находился в стабильном состоянии. Таким образом, если процесс является 
автокоррелированным и стационарным, для мониторинга среднего процесса рекомендуется использо­
вать EW MAST-карту.

5 Мониторинг изменчивости стационарных процессов
В [14] рассмотрены две контрольные карты для мониторинга изменчивости процесса: одна осно­

вана на экспоненциально взвешенном среднеквадратичном отклонении от целевого значения [карта 
экспоненциально взвешенного среднеквадратичного отклонения (EWMS) или EW MS-карта], а другая 
основана на экспоненциально взвешенной скользящей дисперсии, в которой среднее значение процес­
са оценивают с использованием EW MA-карты наблюдений [карта экспоненциально взвешенной сколь­
зящей дисперсии (EWMV) или EWMV-карта].

Предположим, что {X f, t=  1 ,2 , . . . }  —  процесс со средним ц и дисперсией а2 и нормальным распре­
делением. Экспоненциально взвешенная скользящая среднеквадратическая ошибка имеет вид

S?- (1 -  r)S ,-i + г (Х ,-  ц)2,

где f = 1,2,  ...;
г —  параметр сглаживания (0 < г< 1).

Пусть Sq = в2 —  дисперсия процесса. Из вышесказанного следует, что S? —  оценка среднеквадра­
тичной ошибки процесса в момент времени t. На EW MS-карте строят график S? с центральной линией 
Sq = о2, а контрольные границы определяют на основе о2 и квантиля распределения Хи-квадрат со 
степенями свободы, которые являются функцией г для каждого значения t. В [14] предложено приме­
нить EW MS-карту к независимым одинаково распределенным данным последовательности и процесса, 
которые могут быть представлены как процесс авторегрессии первого порядка с белым шумом. В [15] 
предложено использовать карту остатков для мониторинга возможных изменений дисперсии для про­
цесса, который представляет собой процесс авторегрессии первого порядка с белым шумом.

В [16] применение EW MS-карты распространено на случай стационарных процессов. В сочета­
нии с EW MAST-картой EW MS-карта может быть использована для определения возможного изменения 
дисперсии стационарного процесса.

Для иллюстрации (см. рисунок 7) на EW MS-карте представлен пример. Реализация процесса ав­
торегрессии первого порядка сгенерирована со средним ц = 0 и параметром зависимости ф = 0,5. Дис­
персия процесса составляет о2 = 1 в период времени от t = 1 до t = 150, о2 = 0,5 для t от t = 151 до t = 300 
и о2 = 2 для t от t = 301 до t = 450. Наблюдаемый процесс показан на рисунке 7.
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EW MAST-карта применена к моделируемым данным с параметром X = 0,2. Стандартное откло­
нение статистики EWMA на EW MAST-карте, в соответствии с формулой (2), составляет 0,51. Карта с 
контрольными границами За, приведенная на рисунке 8, показывает, что хотя для to T t=  372 до t -  448 
существуют девять точек за контрольными границами, среднее процесса выглядит стабильным. Таким 
образом, процесс рассматривают как процесс, имеющий постоянное среднее.

Для EW MS-карты выбраны значения г -  0,05 и а = 0,05, что дает асимптотические значения ниж­
ней и верхней контрольных границ, равные 0,52 и 1,64 соответственно. Уменьшение среднеквадратич­
ной ошибки в точке t = 158 и других точках и ее увеличение в точке t = 329 и других точках показано 
на рисунке 9. Поскольку в соответствии с рисунком 8 среднее процесса считают стабильным, сделан 
вывод о том, что дисперсия процесса изменилась.

X — время; Y— значение статистики

Рисунок 7 — Реализация процесса авторегрессии первого порядка, используемого для иллюстрации процедуры 
EWMS, когда среднее процесса равно 0, но дисперсия процесса изменяется два раза

9



ГОСТ Р ИСО 7870-9—2023

Рисунок 8 — EWMAST-карта с контрольными границами для временных рядов, показанных на рисунке 7

X — время; Y — EWMS

Рисунок 9 — EWMS-карта с контрольными границами для временных рядов, показанных на рисунке 7

6 Другие подходы при работе с автокоррелированными процессами
В разделах 4 и 5 рассмотрены различные контрольные карты, которые могут быть скорректиро­

ваны к данным автокоррелированного процесса. В качестве альтернативы адаптации моделей влияние 
автокорреляции может быть уменьшено с помощью подходящего способа обработки данных. В [17] 
рассмотрено влияние выбора интервала отбора выборки на некоторые данные процесса. Если процесс 
является стационарным и выборку отбирают реже, автокорреляция выборочных данных снижается.
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Таким образом, если интервал отбора выборки достаточно велик, данные кажутся некоррелированны­
ми. Однако такой подход не учитывает промежуточные данные и, следовательно, увеличивает вероят­
ность пропуска важных изменений процесса. Вместо применения большого интервала отбора выборки 
можно формировать скользящее среднее процесса с фиксированным размером «окна». В [18] пока­
зано, что если процесс является стационарным и удовлетворяет некоторым условиям регулярности, 
неперекрывающиеся средние или средние партий являются асимптотически независимыми и нормаль­
но распределенными. Таким образом, если объем партии достаточно велик, среднее партий можно 
рассматривать как белый шум. Для некоторых конкретных стационарных процессов во многих статьях 
рассматривают средние подвыборок или средние партий, а также соответствующие карты для сред­
них партий. В [19] рассмотрены последствия использования общих скользящих средних стационарного 
процесса для снижения автокорреляции процесса и их применение к контрольным картам процесса.
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Приложение А 
(справочное)

Случайный процесс и временные ряды

А.1 Общие положения
Случайный процесс {Xt\ tET} — это совокупность случайных величин, где Г — набор индексов [8]. Если Г пред­

ставляет собой время, случайный процесс называют временным рядом. Если Г представляет собой набор дис­
кретных значений, например 7 =  {0, ± 1, ± 2, ... ,}, процесс называют дискретным временным рядом. В настоящем 
стандарте рассмотрены только дискретные временные ряды с равными сдвигами по времени. Дискретный времен­
ной ряд х.,, х2.......хп можно рассматривать как значения, принимаемые последовательностью случайных величин
X.,, Х2, ... , Хп. Последовательность xv х2, ... , хп называют реализацией последовательности Xv Х2, ... , Хп.

А.2 Автоковариация и автокорреляция временного ряда
Если {Xt; f e  7] — временной ряд со средним щ и стандартным отклонением ct в момент времени t, то:
1) для любых Ц, t2 Е 7, функция автоковариации у(.) равна: y{tv t2) = Е[(Х?1 -  д?1)(Х?2 -  pf2)];

y(tb t2)
2) для любых Ц, t2E 7, функция автокорреляции р(.) равна: p(?i, t2) -  q

Для случайного процесса или временного ряда, если существует ненулевое значение р(^, t2) для любой 
пары Ц Ф t2, то случайный процесс или временной ряд называют автокоррелированными.

А.З Стационарные временные ряды и модели стационарных временных рядов

А.3.1 Общие положения
Временной ряд называют стационарным, если он находится в состоянии «статистическое равновесие». Та­

кой временной ряд не меняется во времени. В настоящем стандарте временной ряд {Xf; tE  7} называют ковариа­
ционным стационарным или стационарным, если:

1) E[Xt] = д (постоянная для всех f);
2) дисперсия V[Xf] = о2 < оо (т. е. конечная константа для всех f);
3) у(£,, t2) зависит только от интервала т - t ^ - t 2 (лага). Тогда у (^ , t2) обозначают как у = (Ц, t2) = у(^ -  t2) = у(т).
Первое и второе требования состоят в том, что временные ряды должны иметь идентичные средние и иден­

тичные дисперсии для любого t. Третье требование означает, что функция автоковариации должна зависеть только 
от лага. Если одно или несколько из приведенных требований не выполняются, процесс является нестационарным. 
Для стационарного временного ряда функцию автоковариации с лагом т часто обозначают у(т).

Автокорреляционную функцию (ACF) стационарного временного ряда с лагом (т) описывает формула:

р(*) =
уСО
а2 '

Очевидно, что р(0) = 1. Некоторые простые модели стационарных временных рядов представлены в А.З.2 и
А.3.3.

А.3.2 Белый шум
Временной ряд называют белым шумом, если:
1) Xt подчиняется одному и тому же распределению с одним и тем же средним и одной и той же ограничен­

ной дисперсией;
2) автоковариация у(^, t2) = 0, если ^ Ф t2.
Из перечисления 2) следует, что все автокорреляции белого шума с ненулевым лагом равны нулю. Если 

{Х,} — белый шум и каждый Xt подчиняется нормальному распределению, то это последовательность независимых 
одинаково распределенных случайных величин.

А.3.3 Авторегрессионные процессы первого порядка [AR(1)]
Дискретный временной ряд {Xf; tE (0, ±1, ±2, ...)} называют авторегрессионным процессом первого порядка,

если

Х , - ц  = ф(Хм - ц )  + а,, (А.1)

где ф — постоянный параметр; {at} — случайные величины белого шума с нулевым средним и дисперсией о|.

Если |ф| < 1, a {Xf} — стационарный ряд со средним д и дисперсией о|/(1 -  ф2) [20], то формула (А.1) указывает 
взаимосвязь между членом (Хм  -  д), отклонением предыдущего измерения от среднего и отклонением текущего
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значения от среднего (Xf -  ц). Это является моделью зависимости между результатами измерений. Уровень за­
висимости определяет величина ф. Если |ф| > 0, как правило, это означает, что данные измерений процесса имеют 
положительную автокорреляцию. И наоборот, если |ф| < 0, данные измерений процесса имеют отрицательную авто­
корреляцию. В частности, если ф = 0, процесс представляет собой белый шум. На рисунках В.1—В.5 показаны пять 
реализаций; каждая сгенерирована из процесса авторегрессии первого рода с нулевым средним и значениями 
ф от 0 до 0,9.

А.4 Оценка среднего, автоковариации и автокорреляции для стационарных временных рядов

А.4.1 Оценка р
Для реализации {xf; t = 1, 2, ... , N} среднее процесса щ как правило, оценивают с помощью среднего ариф­

метического или выборочного среднего

X - f=1__
N

А.4.2 Оценка у(т) и р(т)
Для стационарного временного ряда автоковариацию, как функцию от т, как правило, оценивают по формуле

N- М
S  (X ,-X)(XW[I|-X )

А , ч _ <=1

Т ( Т ) -------------------------------N------------------------------'

для т = 0, ±1, ... , (N -  1) и у(т) = 0 для |т| > N [8]. В частности, если т = 0, f(0) является оценкой дисперсии процес­
са. На практике традиционную выборочную дисперсию S2 с (Л/ -  1) в знаменателе часто используют вместо f(0). 
Соответствующую оценку автокорреляции, называемую выборочной автокорреляцией, определяют по формуле

р(т) =
Г(0)

А.5 Проверка наличия автокорреляции данных временных рядов
Важно проверить, являются ли данные процесса автокоррелированными. Часто используют два простых

теста.
1) Использование графика выборочной автокорреляционной функции с доверительной полосой
Для большого N выборочные автокорреляции последовательности независимых одинаково распреде­

ленных случайных величин X.,, ... , XN с конечной дисперсией аппроксимируют распределением N(0,VN) [20].
Если х1.......xN — реализация такой последовательности, то приблизительно 95 % выборочной автокорреляции с
лагом больше 1 должно находиться между границами ±1,96/VN. Это часто используют для проверки того, являются 
ли данные процесса автокоррелированными или нет [21]. Практический пример представлен в 4.2, он показывает 
использование выборочной автокорреляционной функции с доверительной полосой для проверки наличия или от­
сутствия автокорреляции у набора данных процесса.

2) Тест длины серии
Использование выборочной автокорреляционной функции основано на предположении о том, что процесс 

является стационарным, это означает, что среднее процесса постоянно. Однако график автокорреляционной функ­
ции может ложно показывать значительные автокорреляции, если исследуемый случайный процесс не имеет по­
стоянного среднего. В этом случае использование автокорреляционной функции для проверки того, является ли 
процесс автокоррелированным, может ввести в заблуждение. Данный тест можно использовать как дополнение 
к графику автокорреляционной функции. Данный тест является непараметрическим, он основан на увеличении и 
уменьшении длины серии [21]. В [21] (стр. 99— 101) представлен пример, показывающий использование данного 
теста.
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Приложение В 
(справочное)

Формирование традиционных контрольных карт для автокоррелированных данных

Автокорреляция данных процесса влияет на формирование традиционных карт SPC. В следующем примере 
показано влияние положительной автокорреляции на построение различных традиционных контрольных карт. Для 
получения автокоррелированных данных использовано моделирование стационарного процесса авторегрессии 
первого порядка [см. А.3.3] с 0 < ф < 1 и нормально распределенным случайным шумом. Чтобы продемонстриро­
вать влияние автокорреляции процесса, сгенерированы и представлены на рисунках В.1—В.5 соответственно пять 
реализаций процессов авторегрессии первого порядка с нулевым средним, дисперсией белого шума, равной 1, и 
длиной серии 100 для каждого значения ф из ряда 0, 0,25, 0,5, 0,75 и 0,9.

Ниже показано влияние различных уровней автокорреляции на частоту ошибок 1-го рода, выраженную 
в виде средней длины серии стабильного процесса, и на частоту ошибок 2-го рода, выраженную в виде сред­
ней длины серии нестабильного процесса, для различных изменений среднего процесса. Средняя длина серии 
(ARL) — это среднее количество выборок, отобранных до момента появления сигнала. См. ИСО 7870-4:2011, под­
раздел 3.2 [22]. Желаемая контрольная карта должна иметь большие значения средней длины серии стабильного 
процесса и низкие значения средней длины серии нестабильного процесса. То есть для желаемой карты, когда 
процесс не имеет сдвига среднего, средняя длина серии должна быть большой, при появлении сдвига среднего 
средняя длина серии должна быть маленькой, чтобы быстро указать на возникновение сдвига среднего. При мо­
делировании величину автокорреляции изменяют путем изменения значения ф процесса авторегрессии первого 
порядка. Для каждого значения ф значение средней длины серии измеряют как в ситуации, когда базовый про­
цесс находится в стабильном состоянии, так и в противном случае. Моделирование используют для изучения 
влияния каждой ситуации состояния процесса авторегрессии первого порядка. В каждом случае генерируют не 
менее 2000 временных рядов. Для процесса без изменения среднего для каждого ряда измеряют длину серии и 
вычисляют среднее арифметическое длины серии процесса в стабильном состоянии. Для нестабильного процес­
са среднее изменяют в процессе моделирования рядов, а затем определяют длину серии. Здесь рассматривают 
только поэтапные изменения среднего А, кратные стандартному отклонению процесса, когда среднее изменяется 
мгновенно, а затем остается неизменным на новом уровне. Рассчитывая среднее арифметическое длины серии 
2000 рядов, определяют среднюю длину серии процесса в нестабильном состоянии. Исследовано влияние на 
Х-карту, CUSUM-карту и EWMA-карту. Для Х-карты использованы контрольные границы За. Для EWMA-карты па­
раметр сглаживания X, равный 0,2, и контрольные границы За. Для CUSUM-карты использованы значения средней 
длины серии в соответствии с [23] и [2]. Для табличной формы CUSUM-карты использованы следующие параметры 
карты: h = 5,0 и к = 0,5.

X — время

Рисунок В.1 — Реализация процесса авторегрессии первого рода при ф = 0
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X — время

Рисунок В.2 — Реализация процесса авторегрессии первого рода при ф = 0,25

X — время

Рисунок В.З — Реализация процесса авторегрессии первого рода при ф = 0,5
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X — время

Рисунок В.4 — Реализация процесса авторегрессии первого рода при ф = 0,75

X — время

Рисунок В.5 — Реализация процесса авторегрессии первого рода при ф = 0,9

Т а б л и ц а  В.1 — Результаты исследований

ф Д в единицах о Х-карта L = 3 CUSUM-карта 
при h = 5,0, к = 0,5

EWMA-карта 
при X = 0,2, Lz = 3

0
(автокорреляция

отсутствует)

0 370,40 465,00 547,71

0,5 155,21 38,40 44,60

1 43,89 10,40 10,75

2 6,30 4,01 3,73

3 2,00 2,57 2,38
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Окончание таблицы В. 1

ф А в единицах о Х-карта L = 3 CUSUM-карта 
при h = 5,0, к = 0,5

EWMA-карта 
при к = 0,2, Lz = 3

0,25
(автокорреляция слабая)

0 381,60 119,35 139,50

0,5 160,53 30,02 32,81

1 46,61 10,58 10,72

2 7,25 4,16 3,85

3 2,21 2,64 2,41

0,5
(автокорреляция

средняя)

0 400,74 49,23 56,00

0,5 181,15 25,76 26,96

1 56,42 11,43 10,79

2 9,16 4,34 4,00

3 2,60 2,64 2,50

0,75
(автокорреляция 

умеренно высокая)

0 496,04 30,98 31,45

0,5 235,98 22,74 21,82

1 74,33 12,67 11,30

2 14,42 4,73 4,56

3 3,59 2,83 2,58

0,9
(автокорреляция

высокая)

0 833,59 29,02 26,24

0,5 413,03 24,40 21,09

1 157,72 15,38 13,19

2 27,09 5,84 5,08

3 6,24 2,85 2,72

Результаты исследований приведены в таблице В.1. В графе 1 показана величина автокорреляции в диа­
пазоне значений ф от отсутствия автокорреляции (ф = 0) до ф = 0,9. В графе 2 для каждого значения ф показаны 
исследованные величины изменений среднего в единицах стандартного отклонения процесса (0, 0,5, 1,0, 2,0 и 
3,0 стандартного отклонения). В графе 3 показаны значения на Х-карте. Наличие автокорреляции не оказывает 
отрицательного влияния на среднюю длину серии процесса в стабильном состоянии. При ф < 0,25 автокорреля­
ция оказывает слабое влияние на среднюю длину серии в нестабильном состоянии процесса. Однако при ф > 0,5 
автокорреляция оказывает сильное влияние на среднюю длину серии процесса. При увеличении ф увеличивается 
средняя длина серии как в стабильном, так и в нестабильном состоянии процесса. Это особенно очевидно, когда 
сдвиги среднего невелики. Таким образом, при автокорреляции от средней до высокой по Х-карте трудно обнару­
жить небольшие сдвиги среднего процесса.

В графах 4 и 5 показаны значения на CUSUM-карте и EWMA-карте соответственно. Если данные процесса 
имеют положительную автокорреляцию, даже такую слабую, как ф = 0,25, это отрицательно сказывается на сред­
ней длине серии в стабильном состоянии процесса. Если ф = 0,25, средняя длина серии в стабильном состоянии 
процесса на CUSUM-карте и EWMA-карте уменьшается до 119,35 и 139,50 со значений 465,00 и 547,71 соответ­
ственно, когда ф = 0. Показано, что даже при наличии слабой автокорреляции графики часто дают ложные сигналы 
тревоги. С другой стороны, влияние средней длины серии в нестабильном состоянии процесса на CUSUM-карте 
и EWMA-карте относительно невелико. Следовательно, если процесс имеет положительную автокорреляцию, это 
сильно влияет на среднюю длину серии и на картах CUSUM и EWMA возникают ложные сигналы тревоги.

Здесь приведены результаты только для положительно автокоррелированных рядов, поскольку положитель­
ная автокорреляция на сегодняшний день является наиболее распространенной на практике, например в био­
логии. Для изучения влияния отрицательной автокорреляции см. [4]. Рассмотрены только поэтапные изменения 
среднего.
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Приложение ДА 
(справочное)

Сведения о соответствии ссылочных международных стандартов национальным стандартам

Т а б л и ц а  ДА.1

Обозначение ссылочного 
международного стандарта

Степень
соответствия

Обозначение и наименование соответствующего 
национального стандарта

ISO 3534-2 ЮТ ГОСТ Р ИСО 3534-2—2019 «Статистические методы. Сло­
варь и условные обозначения. Часть 2. Прикладная стати­
стика»

П р и м е ч а н и е  — В настоящей таблице использовано следующее условное обозначение степени со­
ответствия стандарта:

- ЮТ — идентичный стандарт.
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